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Sazetak: Odredujemo rjeSenja nelinearne Hamilton-Jacobi-Bellmanove jednadzbe koja nastaje u
modeliranju hedzinga srednje varijanse pod uvjetom terminalnog uvjeta. Prvo uspostavljamo one oblike
jednadzbe koji dopustaju maksimalan broj simetrija Lieve tacke, a zatim svaki redom ispitujemo.
Pokazujemo da je Liejeva metoda prikladna samo za jednadzbu maksimalne simetrije. Ukazujemo na
primjenjivost metode na slucajeve u kojima parametarska funkcija ovisi i o vremenu.

Kljuéne rijeci: nelinearna Hamilton-Jacobi-Bellmanove jednadzba, Lieva tacka, Liejeva metoda

REDUCTION OF SYMMETRIES OF THE HAMILTON-JAKOBI-
BELMAN EQUATION

Abstract: We determine the solutions of the nonlinear Hamilton-Jacobi-Bellman equation that arises
in the mean-variance hedging modeling under the condition of the terminal condition. First, we establish
those forms of the equation that allow the maximum number of symmetries of the Lie point, and then
we examine each one in turn. We show that Lie's method is suitable only for the maximal symmetry
equation. We point out the applicability of the method to cases in which the parametric function also
depends on time.

Key words: nonlinear Hamilton-Jacobi-Bellman equation, Lie's point, Lie's method

1. Uvod

Ranih sedamdesetih godina u ekonomskom modeliranju dogodila se revolucija koju su
pokrenule ideje Samuelsona, Mogdiglianija , Mertona, Blacka i Scholesa. Glavni korak bilo je
formalno uvodenje koncepata stohastickog racuna u ekonometriju. lako je prvobitna
koncepcija bila Samuelsonova, prvobitno kontroverzni rad Black and Scholesa [3] ¢vrsto je
ugradio ovaj rad u finansijsku ekonomiju. Nakon toga je doslo do prave eksplozije rada na ovoj
temi do te mjere da se ova oblast odvojila i postala finansijska matematika. Black-Scholesova
jednacina je evolucijska jednacina iste klase ekvivalencije kao Schrodingerova jednacina i
jednacina difuzije. Ovo nije iznenadujuce budu¢i da su sva tri arhetipska modela koji se bave
slucajnim fenomenima u specifiénom kontekstu, finansijama, kretanju ¢estica i disperziji. U
svakom od ovih slu¢ajeva tokom modeliranja procedurom slu¢ajnost inkorporirana u model
postaje deterministicka. 'Metoda usrednjavanja' u originalnom Black-Scholesovom radu bila je
da se formira portfolio bez rizika i tako eliminiSe slucajna komponenta vladajuce Ito jednacine.
Klasi¢na derivacija jednaCine topline definira temperaturu koja se odnosi na dinamiku
interaktivne Cestice unutar fizickog medija, dok Schrodingerova jednacina definira
deterministicki nerelativisticki kvantnomehanicki opis distribucije vjerovatnoce Ccestice.
Svakoj It"o jednadzbi pridruzuje se odgovaraju¢a Fokker-Planck ili Feynman- Kac parcijalna
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diferencijalna jednac¢ina2. Na primjer, It"o jednacina koja opisuje kretanje slobodne Cestice u
jednoj prostornoj dimenziji pod dejstvom konstantnog Suma je

dXt = 0-2 th
Ovo odgovara jednadzbi difuzije

6u+1 0%u
ot 2 0x?

u slucaju da je o 2 = 1. Opcenito ta jednadzba koja upravlja procesom u jednoj tacki,

dX; = u(x,t)dt + o(x, t)dW,
ima deterministi¢ki pandan

ou 0 1 2%u

u
-t ,u(x,t)a +§O'2(X,t)ﬁ

ot &

ili

6u+ t6u+1 20x ¢ 0%u |

i x,t)— — X, — = rx,tu

5e T ut) o= +50° () o5 = r(x )
u verziji Fokker-Planck i Feynman- Kac . Girsanov teorem u stohasti¢kom proracunu implicira
da se pod promjenom mjere i time indukovanom promjenom Brownovog kretanja W mozZe
proizvoljno modificirati pomak p(x, t) Ito jednacine. U slucaju da se potpuno eliminiSe drift ,
vraca se jednacina slobodne Cestice It"o . Prirodna generalizacija bi bila da se klase Fokker-
Planck i Feynmann-Kac parcijalnih diferencijalnih jednacina mogu preslikati u varijante
jednacine difuzije. Nadalje, odnos prema evolucijskim jednadzbama opéenito se stavlja u
kontekst interpretacijom generatora It"o procesa,

fXeen ) = fXp, )

oA h

|Xe = x] = Zxf

gdje je
A4 d 5 02
g){:& + ,u(x,t)a + o (x,t) W

kao oCekivana stopa promjene funkcije slucajne varijable. Obi¢no su ove ideje prikazane u
Black-Scholes jednadzbi. Black-Scholesova jednadzba moze se izvesti na tri nacina, od kojih
je svaki pojedinacno bogat izvor parcijalnih diferencijalnih jednadzbi u ekonomiji i
financijama, originalni pristup hedzingu, pristup martingalu i joS§ jedan [11 ][ p 601] koji izvodi
jednacinu kao Hamilton-Jacobi-Bellman rjeSenje za stohasti¢ki kontrolni problem u modelu
kamatnih stopa. Za Black-Scholesa postoji bezbroj veza izmedu ovih pristupa, Feynmann-Kac
teorema, postojanost It"o generatora buduci da je opcija funkcija cijene dionice i cijena dionice
slijedi geometrijsko Brownovo kretanje, argument bez arbitraze, koji je sli¢an zakonu ocuvanja
po tome Sto kaze da se u prosjeku vrijednost opcije ponaSa na isti nacin kao instrument bez
rizika, a o€ito i sama jednacina. Klasa Hamilton-Jacobi-Bellmanovih jednacina nastaje u sferi
stohastiCke teorije upravljanja [12]. Tipican problem je minimizirati indeks,
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tr
) =mipe [ 0 9x(0),uto),

s obzirom na stohasti¢ka ogranicenja,
dX = u(X(t),u(t))dt + o(X(t),u(t)) dw

preko prostora vjerovatnoce (Q2, F, P) i dozvoljenih kontrola u €U. Ovo ima optimalno
rjesenje, f, dato u (1 + 1)-dimenzionalni slucaj po parcijalnoj diferencijalnoj jednadzbi

of . Of , 0%f

at +r£slu['uax+ ° ﬁ+g(x,u)] =0
Minimizacija preko kontrole u €U implicira da, ako Pontryaginov princip iz standardnih
problema teorije upravljanja, da je na optimalnoj kontroli Hamiltonijan minimiziran u odnosu
na kontrolne varijable u, moze se pozvati [5 ] [ p 300-307],

u(xt)—f+ o' (xt) 5 f+g(xu)

(1.1) ima interpretaciju kao Hamiltonijan, barem heuristi¢ki. U ovom radu Zelimo istraziti
svojstva jedne od ovih Hamilton -JacobiBellmanovih jednacina sa stanovi$ta analize Lie-ove
simetrije. Black-Scholesovu jednacinu su prije nekoliko godina ispitivali Ibragimov i Gazizov
[9]. U odredenom smislu, analiza simetrije Black-Scholesove jednadzbe moze se smatrati
trivijalnom jer je povezana sa standardnom jednacinom topline putem ocigledne transformacije
tacaka, a svojstva simetrije 1 rjeSenja jednacine topline su predmet udzbenika [4 ]. Medutim,
treba napomenuti da rjeSenje Black-Scholesove jednadzbe zahtijeva konjukciju njenog
terminalnog stanja 1 terminalni uvjeti se ne prevode dobro u grani¢ne i pocetne uvjete pod
transformacijama tacaka. Stavise, naglasak u radu Ibragimova i Gazizova nije na proradunu
simetrija ve¢ na konstrukciji osnovnog rjesenja $to nije trivijalno buduéi da izracunavanje
temeljnog rjesenja transformacijom osnovnog rjesenja jednacéine topline nije jednostavno. .
Nadalje, rad sadrzi drugi dio koji se bavi Jacobs-Jonesovim dvofaktorskim varijabilnim
modelom. Izazov u tretiranju Hamilton-Jacobi-Bellmanovih jednadzbi metodama analize Lie
simetrije je da se inkorporiraju uslovi koji se moraju nametnuti rjeSenjima u jednadzbe koje su
u slucaju linearne parcijalne diferencijalne jednadzbe beskonacne. u broju, imaju svojstvo
linearne superpozicije i tako pruzaju izglede za razumnu selekciju. Postoje tri nacina da se
odgovori na ovaj izazov. Jedna metoda, koja se nalazi u literaturi, je ukljucivanje granica kao
dijela problema u odredivanju simetrija. Drugi pristup je pokusaj koriStenja beskonacnih
skupova rjesenja koje mozemo dobiti za neke probleme — one s razumnom koli¢inom simetrije
— 1 odredivanje da li se oni mogu koristiti kao osnovni skup. Treci pristup je da se izracunaju
sve simetrije, a zatim da se vidi koje su kombinacije u skladu sa grani¢nim i
pocetnim/terminalnim uslovima. Sve tri metode imaju svoju relevantnost u razli¢itim
kontekstima. U slu¢aju Schr”odingerove jednadzbe za ogranicavajuci potencijal kao $to je onaj
jednostavnog harmonijskog oscilatora, trazi se beskona¢ni skup rjeSenja koji ¢e djelovati kao
baze jer realizacija stanja mora biti jedna od ovih funkcija. U konstrukciji rjeSenja bira se onaj
beskonacan skup koji je u skladu sa grani¢nim uslovima. Ovo nije teZzak posao. To nije slucaj
u drugim oblastima primjene, jer u njima priroda grani¢nih/pocetnih/terminalnih uslova upada
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prili¢no snaznije. Hamilton-Jacobi-Bellman jednadzba kojom Zelimo da se pozabavimo nije
ocigledan srodnik Black-Scholes-ove ili toplotne jednacine. Jednacina je

] 9] 1 .04 1/9]\* /2

—+ —+—b2———(—> +(=) =0

ot T Yax T 27 axz” 2\ox (x)
sa terminalnim uvjetom J( T, X) = 0 i predstavljen je od strane Heath et al [8] [p 516] kao
jednadzba za zaStitu od srednje varijance. Heath i ostali primje¢uju da p u krajnjem ¢lanu (1.2)
ne mora biti konstanta. U stvari, bolje je zapisati jedna¢inu kao

9] ﬂ+lbza_21_l(af

2
&-{_aax 2 0x? Za) ) =0

kako bi se omogucilo moguca zavisnost p od x. Pristup koji usvajamo za trazenje rjeSenja (1.3)
S njegovim terminalnim uvjetom je onaj da se izra¢unaju simetrije Lie tocke za (1.3) i zatim
odredi da li postoji simetrija, ili simetrije, kompatibilne sa terminalnim uvjetom. U slucaju da
postoji simetrija, rjeSenje slicnosti se moze odrediti na uobi¢ajen nacin kao sto ¢emo pokazati
u nastavku. Ovaj rad je strukturiran na sljedeci nacin. U sljede¢em dijelu ispitujemo (1.3) za
simetrije Lie tacke i identificiramo one funkcije, v(x), za koje postoji dodatna simetrija. U §3
ispitujemo redom te sluCajeve i utvrdujemo postojanje ili ne simetrija kompatibilnih sa
terminalnim uslovom 1 dobijamo rjeSenja u slucaju postojanja. Za one slucajeve u kojima
mozemo pronaci rjeSenje, utjeSno je znati da je rjeSenje jedinstveno zbog Fokker-Planckove
teoreme. Zakljuujemo sa nekim komentarima u §4. NaglaSavamo da rjeSenja trazimo kroz
metode analize Lie grupe, a posebno analizu zasnovanu na postojanju simetrija Lie tacke.
Odsustvo simetrije Lie tatke ne implicira da (1.3), ili bilo koja (1 + 1)-dimenzionalna
evolucijska jednadzba, nije integrabilna . Medutim, odsustvo simetrije ¢ini postojanje rjeSenja
zatvorenog oblika malo vjerojatnim.

2. Preliminarna analiza

Analiziramo (1.3) za simetrije Lie tacke koriste¢i Program LIE [7, 19]. Za generalno v(x)
nalazimo da postoje tri simetrije Lie tacke

I = f60e 0,
I = 9;(2.1b)
I3 = 0;,(2.1c)
gdje je f(t, x) rjeSenje linearne jednadzbe

2f  of v(x)

o + 1b2 — + a—

ot 2 0x? ox b2
u kojem je diferencijalni dio samo standardni generator It"o procesa. Simetrije (2.1b) i (2.1¢)
se mogu ocekivati zbog nedostatka prisustva J i t u (1.3). Medutim, simetrija (2.1a) u sprezi sa
(2.1d) je neocekivana i ukazuje na to da je (1.3) linearisabilna pomocu transformacije tacke.
Linearna jednadzba (2.1d) odmah daje trag za potencijalne kandidatske funkcije, v(x), za koje
(1.3) moze prikazati bogatiju strukturu simetrije. Podsje¢amo [16, 1] da postoji bliska veza

f=0(21d)
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izmedu simetrija Lie tacke linearne parabolicke evolucijske jednadzbe i Noetherovih tacaka
simetrija povezanih LagranZzijevih sistema. Veza je napravljena direktno izmedu Noether
tacaka simetrija Akcionog integrala i1 dodatnih simetrija Lie tacke odgovarajuce
Schrodingerove jednacine. Medutim, kada se izvrsi prijelaz na Schr’odingerovu jednacinu,
veza se moze prosiriti na bilo koju evolucijsku jednacinu koja se odnosi na Schr”odingerovu
jednacinu pomocu transformacije tacke. Konkretno, transformacija t — it koja pretvara
Schr”odingerovu jednacinu u toplotnu jednacinu odrzava simetriju Lie tacke i kada je prijelaz
napravljen, Black-Scholesova jednacina i drugi iz finansijske matematike su povezani u jedan
pristup simetriji. U slucaju standardnog Lagranziana

Y »
L =oX -V (t,x)(2.2)

I njegove odgovarajuce vremenski zavisne Schrodingerove jednadzbe

ou  9%u
ZLE-I_W_ 2V (t,x)u = 0(2.3)
Noetherove tackaste simetrije prvog karakterizira potencijal kao
vV Brojsimetrija algebra
V(t x) 0
V(%) 1 4,
h? 3 sl(2,R)
O)sz + F
, 3 sl(2,R)
: il
w?x? 5 sl(2,R) @, 24,
urx 5 sl(2,R) B, 24,
y? 5 sI(2,R) ®; 24,

V nema sim algebre

Vt,x)0- V) 1Al 02x2+h2x23s1(2,R)p2+h2x23sl(2,R)®2x255s1(2,R)
@Ds2AL u2x5sl (2,R) §s2A1p25sl(2,R) @ s 241 (2.4)

1 simetrije Lie tacke potonje pomocu

vV Brojsimetrija algebra
V(t x) 0+1+o AL P 04
V(x) 1+1+4+o 241 @ ©Aq
2 3414w {A1 @ sl(2,R)} Ds ©4
w?x? + 2
2 3414w {A1 D sl(Z,R)} B, oA,
2
s
w?x? 5414+ {sl(2,R) Bs W} B ©4,;
sz 5+1+4+x {sl(2,R) Ds W} D; 04
’uz 541+ {Sl(Z:R) Ds W} B 04,
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V bez sim algebre

V(t,x)0+1+0Al @soAlV(x)1+1+02A1 BsoAl 02x2+h2x23+ 1+ {Al
Dsl2,R}PsoAl u2+h2x23+1+0{AlPsI(2,R)}PswoAl ©2x25+ 1+ {
sI(2,R) ®sW} @s o Al p2x 5+ 1+ {s1(2,R) BsSW} Bsoo Al p25+1+00 {sl(2,
R) @s W} @s o Al, (2.5)

gdje je W Heisenberg - Weylova algebra sa

(21,2205 = 0,[24,Z3]5 = 0,[25,Z3]15 = 24
u kojem se naglaSava da su svojstva iskazana do transformacije ekvivalencije
X — a(t)
e

u klasicnom kontekstu i prirodno povezana transformacija Schrodingerove jednadzbe [13,
14]. U (1.3), zbog (2.1d), v(x) igra ulogu potencijala. Kao posljedica toga, iz (2.5) shvacamo
da postoji nekoliko slucajeva za koje bi dodatna simetrija mogla dovesti do rjeSenja slicnosti
(1.3) kompatibilnog s terminalnim uvjetom. Naravno, na pocetku bismo trebali razmotriti
najopstiji sluc¢aj u kojem su simetrije Lie tacke one iz (2.1). Terminalni uslov J(T, x) =0 je u
stvari dvostruki uslov, jer se, kako se priseCamo, sve varijable smatraju nezavisnim u Lievoj
analizi u svrhu parcijalne diferencijacije. Dakle, moramo ispuniti dualne uslove

t—>f ~2(t)dt

= Tij = 0(2.6)

U slucaju potonjeg, prvo se takoder primjenjuje. Ako uzmemo opstu simetriju (koja je zaista
simetrija Lie-ove tacke jednadzbe; u analizi razdvajamo simetriju sa n parametara na n simetrija
sa jednim parametrom jer ovo otvara mogucénost razmatranja algebarske strukture simetrija;
ako simetriju posmatramo kao n-parametarski diferencijalni operator, tesko je konstruirati
algebru simetrije sa samim sobom),

I—' > alaj + azat,(2.7)
zahtjevi (2.6) inzistiraju da je
a2 = 0ial = 0.(2.8)

Ovo nije recept za simetrican napredak! Uzimamo u obzir posebne 'potencijale' (2.4) i (2.5).
Zauzvrat, v(x) stavljamo kao posebnu funkciju klasa navedenih u (2.4) 1 (2.5) da odredimo
simetrije. Zatim istrazujemo moguc¢nost da su odredene reprezentacije kompatibilne s
terminalnim uvjetom. U sluéajevima kada je tako, odredujemo rjeSenje sli¢nosti.

3. Simetrije i rjeSenja
Pocinjemo s 'potencijalima’ koji omoguc¢avaju najvecu koli¢inu simetrije.
3.1Slucajv(x) = u?

Simetrije su
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_ (2]
I = f(t,x)eb?'0;
I; =9

F3=0t

1
I, = to, +§(x + at)d, + u*td; (3.1)

1
Iy = t%0, + txd, +§(b2t — 2u%tx — (x — at)*)9,
Iy = 0y
F7 = tax == (x T at)a] )
gdje je f(t, x) rjeSenje

B —
T2 g

Op¢a simetrija Lie tacke (1.3) sav(x) = 2 je

7
I - Z ol (3.3)
2

gdje su ai , i = 2, 7 konstante koje treba odrediti. Primjena I" na terminal, tj . t = T, daje

92 of W
— a%—%f = 032

as + a,T + asT? = 0(3.4),

a na sam terminalni uvjet daje
1
a, + au’T + >as (b2T — 2u?Tx — (x —aT)?) — a,(x —aT ) = 0.(3.5)

Iz (3.5) dobijamo tri relacije, odnosno
x%a5 = 0
xa;, = 0
—a, + a,u’T = 0
11z (3.4) imamo a; + a,T = 0 odakle je
a, = —auu®T,a; = —a,T (3.6)

tako da nalazimo da su sistem jednadzbi i terminalni uvjet invarijantni prema dvije simetrije
Lie tacke

A = ax
A, = (T—-6)0; + u*(T —1)9;.(3.7)

225



25. MEDUNARODNA KONFERENCUA
ENERGETSKA KRIZA KAO KLIUCNI IZAZOV ZA EKONOMIJE, VLADAVINE PRAVA | MEDIJSKE SLOBODE ZEMALJA ZAPADNOG BALKANA SA POSEBNIM
OSVRTOM NA BOSNU | HERCEGOVINU*
25. INTERNATIONAL CONFERENCE
“THE ENERGY CRISIS AS A KEY CHALLENGE FOR THE ECONOMIES, LAWS AND MEDIA FREEDOM OF THE WESTERN BALKAN COUNTRIES WITH SPECIAL
REFERENCE TO BOSNIA AND HERZEGOVINA”
16.-17. December 2022.

Sada moZemo traziti rjeSenje sli¢nosti (1.3) sa v(x) = u? koje je kompatibilno sa datim
terminalnim uvjetom. Invarijantnost prema A; znaci da je

J = J(t) samo.

Pridruzeni Lagrangeov sistem od A2 je

e dJ
T—t u(T—t)

Dakle karakteristika jew = J — u?t. 1z (1.3) sav(x) = u?

dobijamo resenje slicnosti | = K — u?t tako da je reenje koje je konzistentno sa terminalnim
uslovom

J = ©¥(T —=1t).(3.8)
3.2Slucajv(x) = u’x

Dobija se isti broj simetrija. One imaju izraze

L= f@0elly,
I = a]
I; = 0

Iy = 0, — u2td; (3.9)

Iy = td Lz 0
5 = tx+(at—§ut —x)0,

3 1
I, = 2td, + (at +x + E,uztz) 0y + u? (at2 — 3tx — §u2t3) 9;

1
I, = 2t%0, + (2tx + p%t3)o, + (bzt + p2at® - 3u%t?x — (x — at)? — Z“4t4) d;,

gdje je f(t, X) rjesenje

of 1 0% of u?
E-I-Eb ﬁﬁ'aa—ﬁxf— 0.(3.10)

Uzimamo opStu kombinaciju simetrija iz (3.3) i primenjujemo je na terminalni uslov (2.6).Prva

od (2.6) daje
as; + 2Tag + 2T%a, = 0(3.11)

i drugi

226



25. MEDUNARODNA KONFERENCUA
ENERGETSKA KRIZA KAO KLIUCNI IZAZOV ZA EKONOMIJE, VLADAVINE PRAVA | MEDIJSKE SLOBODE ZEMALJA ZAPADNOG BALKANA SA POSEBNIM
OSVRTOM NA BOSNU | HERCEGOVINU*
25. INTERNATIONAL CONFERENCE
“THE ENERGY CRISIS AS A KEY CHALLENGE FOR THE ECONOMIES, LAWS AND MEDIA FREEDOM OF THE WESTERN BALKAN COUNTRIES WITH SPECIAL
REFERENCE TO BOSNIA AND HERZEGOVINA”
16.-17. December 2022.

a, — u*Ta, + (aT — %#sz —x)as + (,uZaT2 — 3u’Tx — %ﬂ4T3> ag + (2aTx
+ w?aT3® — 3u®T?x — a®t? + bT — x? —%y4T4)a7 = 0.(3.12)
U (3.12) x je varijabla, koeficijenti potencija x su odvojeno nula i dobijamo tri uslova
x2:a7 = 0x: a5 = —3u2Ta6(3.13) —: a2 = u2Ta4 + 2u2aT2 —u4T 3 ab

tako da imamo dvoparametarsku (a4 i a6 su parametri) simetriju koja je u skladu sa terminalnim
uslovom (2.6). Ovu simetriju piSemo kao dvije jednoparametarske simetrije

J1 = 0x—u2(t—T)0J (3.14a) 22
=2t—T)t+at + x +32u2t2 —3u2tlTox +u2({t—T)a(t
— 2T) — 12u2t2 — 2tT — 2T 2 — 3xd] .(3.14b)

Napominjemo da je [X1, £2 ]LB = X1, tj . 1 normalna podgrupa koja pojacava privlacnost
jednostavnosti X1 za koriStenje za odredivanje rjeSenja sli¢nosti. Invarijante (3.14a) odredene
su rjeSenjem pridruzenog Lagrangeovog sistema

dt0 = dx—1—-T = dTu2 (t
isutiJ+u2(@t—T)x
pa da vidimo rjeSenje sli¢nosti oblika
Jt,x)=1(t) —n 2 (t— T)x. (3.16)
Ovo zamjenjujemo u
0Jot + adJox + 12b202]ox2 — 1209Jox2 + u2x = 0(3.17)
da nademo da je
f@) =K+ 12aqu2(t-T)2+16u4(t—-T)3,(3.18)

gdje je K konstanta integracije koja je nula kada se primjenjuje terminalni uvjet.Tako je rjeSenje
sli¢nosti koje odgovara

S1j(tx) = 12au2(t—T)2 + 16u4(t—T)3 —u2(t —T)x (3.19)

Primjena X2 na (3.19) je identitet, tj . (3.19) je rjeSenje slicnosti zajednicko za obje simetrije
koje zadovoljavaju terminalni uslov (2.6)

3.3.Slucajv(x) = 12w2x2
LIE vraca simetrije
't = f(t,x)exp[]/b2]0]
rz =9
r3 = ot
I's = expl|wt][0x + (a —wx)9dJ] (3.20)

227



25. MEDUNARODNA KONFERENCUA
ENERGETSKA KRIZA KAO KLIUCNI IZAZOV ZA EKONOMIJE, VLADAVINE PRAVA | MEDIJSKE SLOBODE ZEMALJA ZAPADNOG BALKANA SA POSEBNIM
OSVRTOM NA BOSNU | HERCEGOVINU*
25. INTERNATIONAL CONFERENCE
“THE ENERGY CRISIS AS A KEY CHALLENGE FOR THE ECONOMIES, LAWS AND MEDIA FREEDOM OF THE WESTERN BALKAN COUNTRIES WITH SPECIAL
REFERENCE TO BOSNIA AND HERZEGOVINA”
16.-17. December 2022.

I'5 = exp[—wt][0x + (a + wx)J] ]
I'e = exp[2wt] 0t + wxdx + awx— 12a2 + 12wb2 —w?2x20]
I'7 = exp [—2wt] 0t —wxd0x —awx + 12a2 + 12wb2 + 9],
gdje je f(t, x) rjeSenje
0fot + 12b202f0x2 + adfox— 12w2b2x2f = 0.(3.21)

Kada ako ispitamo (1.3) sa v(x) =1 2 ® 2x 2, shvatamo da je prvi slucaj (v(x) = n 2 ) koji se
razmatra bio donekle specifican za analizu sadasnjeg slucaja, po svojoj strukturi li¢i na slucaj
2. njegove detalje. Stoga mozemo jednostavno istaknuti glavne korake. Primjena opce simetrije
(3.3) na terminalni uvjet (2.6) dovodi do dvije simetrije

21 = coshw(t —T)ox + [a(coshw(t—T) — 1) — wxsinhw(t —T)] 9] (3.22a)

22 = sinh2w(t —T)0t + [aexp [w(t —T)] + wxcosh2w(t—T)] 0x + a(a—
wx)exp[w(t—T)] —a2 —12wb2 + awx + 12wb 2 cosh2w(t—T) —
12a2 + w2x2sinh20w(t—T)].(3.22b)

Opet smo favorizirani sudbom po tome §to Lazeva zagrada od X1 i X2 daje ®X1 i koristimo X1
da odredimo rjeSenje sli¢nosti koje je

J(t,x) = ax[1 —sechw (t —T)] + 12wa?2 — w 2x 2 tanhw(t —T)
+ 12b2logcoshw(t—T) — 12a2(t—-T)(3.23)

Nakon ne malo proracuna nalazi se da X2 ponistava rjesenje (3.23) i opet imamo samo jedno
rjeSenje. U sva tri sluCaja jedno rjesenje je jedinstveno rjeSenje kako je predvideno
FokkerPlanck teoremom . Zanimljivo je kako dva razli€ita pristupa.

3.4.Sluéajv(x) = 12u2x2

Ovaj 'potencijal' ima bogatu istoriju koja datira jo$ od vrijeme Newtona i njegovog mladog
kolege Cotesa i javlja se u novijim aspektima kao Ermakov sistem [6] i Ermakov-Pinneyeva
jednadZba [18]. Odnos potonjeg i prvog nedavno je istaknut [15]. JednacCina

0J0t + adJox + 12b202J]0x2 — 120Jox2 + 12u2x2 = 0(3.24)

posjeduje simetriju Lijeve tacke (I't symmetries) , x)

exp [—J/b2 10T

rz =9
r3 = ot (3.25)
r'4 = 2tdt + x0x + ax —a 2tdu
I'5 = 2t20t + 2txd + b2t— (x —at)29]
, gdje je f(t, x) rjeSenje
ofot + 12b202fox2 + adfox— 12u2b2x2f = 0.(3.26)
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Terminalni uslov (2.6) proizvodi dva uslova
a3 + 2Ta4 + 2T 2a5 = 0(3.27a)
a2 + (ax —a 2T )a4 + 2aTx—a2T2 + b2T —x2a5 = 0(3.27b)

i (3.27b) razdvaja u tri odvojena uslova tako da Cetiri parametra a2 — a5 zadovoljavaju
cetvorodimenzionalni homogeni sistem zasnovan na Cetiri linearno nezavisne simetrije. Nije
iznenadujuce da postoji samo trivijalno rjeSenje tako da ne postoji rjeSenje sliCnosti za (1.2)
kada je p konst .

3.5.5lucajv(x) = 12w2x2 + 12u2x21

U mehanici ovo je klasi¢ni Ermakov potencijal u kojem je @ o( t) i o kojem postoji vrlo bogata
literatura. U sadasnjem kontekstu nalazimo simetrije Lie tacke

't = f(t,x)exp[]/b2]0]
rz = dj
'3 = 0t (3.28)
't = exp [2wt] 0t + wxdx + awx — 12a2 + 12wb2 — w2x20]
I'5 = exp[—2wt] 0t — wx0x — awx + 12a2 + 12wb2 + w2x,
gdje je f{(t, x) je rjeSenje
Of 0t + 12b202f0x2 + adfox —12w2b2x2 + u2b2x2f = 0.(3.29)

Kao iu prethodnom slucaju ne postoji simetrija koja je kompatibilna sa terminalnim uslovom,
(2.6).

3.6.Slucajv(x) = w2 + 12u2x2
Simetrije Lijeve tacke su
It = f(t,x)exp[-]/b2]0]
r2 = dj
r3 = adt (3.30)
4 = 2tot + x0x + ax — a2t2w2tidu
I'5 = 2t20t + 2tx0x + b2t — (x — at)290].
Mozda nije iznenadujuce da simetrije takoder nisu kompatibilne s terminalnim uvjetom (2.6).
3.7.8lucajv(x) = w2x + 12u2x2

Ovaj slucaj je jos gori od prethodna tri jer su dobijene samo tri opSte simetrije (2.1) i ve¢ smo
vidjeli da su te simetrije nekompatibilne sa terminalno stanje (2.6). 4 Diskusija Ispitali smo
jednadzbu zastite od srednje varijanse koju su predlozili Heath et al za postojanje rjeSenja
slicnosti zasnovanih na simetrijama nelinearne evolucijske jednadzbe tipa Hamilton-Jacobi-
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Bellman modelirajuci proces koji su u skladu s 280 V Naicker , K Andriopoulos i PGL Leach
terminalno stanje za model. Postoje tri slucaja za koja mozemo dobiti jedinstveno rjeSenje za
problem

0J]ot + adJox + 12b202]0x2 — 120]0x2 +v(x) = 0J(T,x) = 0(4.1)

pomocu tehnika analize Lijeve simetrije i one su kada v(x) ima jedan od oblika p 2, p 2x ili 1
2 o 2x 2 . U standardnom prikazu (4.1) v(x) je zapisano kao p 2/x2 i vidjeli Smo da za konstantu
p 6= 0 u ovom obliku ne moze postojati rjeSenje sli¢nosti jer postojeée simetrije Lie tacke
jednadzbe ne mogu odgovarati sa terminalnim stanjem. Svi oblici (1.3) sa (2.6) koji su se mogli
rijesiti tehnikom Lie-ove simetrijske analize bili su maksimalne simetrije tacke za (1 + 1)
evolucijsku jednacinu. Iako se spekuliralo nesto slicno kaosu za (1+nekoliko) evolucijskih
jednacina [1], ne o¢ekuje se da ¢e se naci takva nepravilnost u (1 + 1) jednadzbi, tj . o€ekuje se
da ¢e jednacina biti integrabilna ¢ak 1 ako nije moguce pronaci rjeSenje u neCemu §to se
priblizava zatvorenom obliku jednostavno zbog odsustva dovoljne simetrije. Ovo nas onda
vraca na Citavo pitanje koje simetrije — potencijalne, neklasi¢ne , $ta imate — treba uzeti u obzir.
Ovdje smo ogranicili nasu paZznju na simetrije Lieovih tacaka jer ovo omogucava da se napravi
spremna veza sa tradicionalnim podruc¢jima klasi¢ne mehanike 1 kvantne mehanike. O¢igledno
da postoji prostor za dalje istrazivanje ove teme kroz opstije oblike simetrije. Analiza Lijeve
simetrije (1.3) za opCenito v(x) bila je prili¢no otkrivajuca jer je pokazala da postoji beskonacan
broj simetrija 'rjeSenja’ i to ukazuje na linearizirajucu transformaciju. Zaista, u ovom slucaju,
ako pogledamo beskonac¢nu klasu simetrija Lie tacke, nalazimo klju¢ za linearizirajuéu
transformaciju buduéi da je

't = expJ(t,x)/b2f(t,x)0] = —bf(t,x)0 exp —J(t,x)/b2 (4.2)

i tako se moze vidjeti da je transformacija u = exp — J(t, x)/b2 dovodi I'l u standardni oblik
simetrije rjeSenja. U tom procesu ¢ini ['2 simetriju homogenosti karakteristicnu za linearne
jednacine svih provenijencija. Tip 'potencijala’, w(x), koji smo razmatrali u razliitim
slu¢ajevima, bio je autonoman. U klasi¢énoj mehanici je dobro poznato da se neki neautonomni
potencijali mogu jednako tretirati bez gubitka opéenitosti. Uspjesni 'potencijali' iz §3 bili su p
2,u2x112w2x 2. Klasicno, prva nema uticaja jer konstanta dodana Lagranzijanu ne ¢ini
nikakvu razliku u Euler-Lagrangeovim jednacinama kretanja. Drugi predstavlja kretanje pod
uticajem jednolikog gravitacionog polja "a la Galileo, a tre¢i je jednostavni harmonijski
oscilator. Ne bi se ocekivalo da zamjena p sa p( t) ili ® sa ®(t) napravi teorijsku razliku u
stepenu tezine rjeSenja sistema iako se zna da su prakticne komplikacije proizvele izdasnu
literaturu. Medutim, da li bi takva generalizacija utjecala na terminalno stanje? Razmatramo
slucaj v('t, x) = p 2 (t) da bismo dali aromu situacije. Simetrije Lie tacke su

't = f(t,x)exp[J]/b210]
rz = qj
I3 = ox
r4 = ot —u?2(t)aj (4.3)
I'5 = tox + (at — x)dJ
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re = 2tdt + (at + x)0x — 2tu2 (t)d]
I'7 = 2t20dt + 2txdx + b2t — 2t 2u2(t) — (x — at)2 9],
gdje je f(t, X) rjeSenje
Of 0t + 12b232f0x2 + adf 0x —u2({t)b2f = 0.(4.4)

Napominjemo da je (4.4) u sustini isto kao (3.2), ali da je doSlo do nekih promjena u
simetrijama u odnosu na one date u (3.1). Terminalni uslov namece ogranicenja

a4 + 2T a6 + 2T a7 = 0 (4.5q)

a2 — u2(T)ad + (aT — x)a5 — 2T p2(T)ab6 + (2aT'x — a2T2 + b2T — x2
— 2T 2n2(T))a7 = 0 (4.5b)

na koeficijente opste simetrije (3.3). U (4.5b) x 2 u koeficijentu a7 namece da je a7 = 0. Zatim
slijedi da je a5 = 0. Kada zamijenimo a4 iz (4.5a) u ono §to je ostalo od (4.5b), nalazimo da a2
= 0. Ipak, jo$ uvijek imamo dvije proizvoljne konstante 1 dvije simetrije kompatibilne sa
terminalnim uvjetom su

21 = 0x (4.6a)
X2 =2(t —T)ot —n2(t)/.(4.6b)
1z (4.6a) je evidentno da je J = f( t) i da je integracija (1.3) sa v(t) = u 2 (1) trivijalna. Imamo
J =K —ZttOu(s)2ds = ZT t0 u(s) 2ds — Z t t0 u(s) 2ds (4.7)

kada se konstanta procijeni koristenjem terminalnog uvjeta. Djelovanje druge simetrije daje
identitet. Zabavno je primijetiti da X2 nestaje u terminalnom vremenu. Tako vidimo da se
analiza moZe uspjesno prosiriti na situaciju koja je eksplicitno zavisna od vremena .

Zakljucak

U ovom radu smo sa stanovista analize simetrije Lie tacke ispitali jednac¢inu za zaStitu od
srednje varijanse koja sadrzi parametarsku funkciju u zavisnosti od cijene osnovnog objekta.
Za tri verzije parametarske funkcije uspjeli smo dobiti jedinstveno rjeSenje jednacine plus
terminalni uvjet. Tri funkcije koje su priznale rjeSenje bile su one koje su davale maksimalan
skup simetrija Lie tacke za nelinearnu evolucijsku jednacinu koriStenu za modeliranje
fenomena. U procesu je Liejeva analiza otkrila da je jednadzba linearisabilna zbog na
postojanje beskonacnog broja simetrija 'rjeSenja’, tzv. jer su koeficijentne funkcije simetrija
rjeSenja diferencijalne jednadzbe.

U slucaju linearnih jednadzbi, simetrije rjeSenja dolaze iz rjeSenja srodne linearne jednadzbe,
Cesto same jednacine. U ovom slucaju nelinearne evolucijske jednadzbe, simetrije rjeSenja
dolaze iz linearne evolucijske jednadZbe u koju se nelinearna jednacina moze transformirati
pomocu transformacije tocke. U slu¢aju Hamilton-Jacobi-Bellmanovih jednadzbi simetrije
manje od maksimalne koja se ovdje razmatra, broj simetrija Lie tacke nije bio dovoljan da bude
kompatibilan s terminalnim uvjetom. Ocekivalo bi se da ¢e to generalno biti slucaj.
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Prema nasim saznanjima, prva primjena analize Lie simetrije na Hamilton -Jacobi-Bellmanovu
jednacinu u finansijskoj matematici bila je studija koju su Ibragimov i Gazizov uradili o Black-
Scholesovoj jednadzbi [9] koja je jednadzba maksimalne simetrije u uobicajenim slucajevima
za koje su varijansa i bezrizicna kamatna stopa nezavisne od cijene dionice. Da je jednadzba
sadrzavala termin koji uniStava simetriju, kao Sto smo vidjeli u nekoliko slu¢ajeva razmatranih
u ovom radu, vjerovatno nikada ne bi postojala historija interakcije izmedu analize Lie
simetrije i Hamilton-Jacobi-Bellmanovih jednacina financijskih Matematika.
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