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Saţetak: Tijekom brodske plovidbe vremenski uvjeti uzrokuju raznolika njihanja broda, pokušavajući 

tako poremetiti njegovo stanje ravnoteţe. Karakteristike ravnoteţe broda utjeĉu na njegovo konaĉno 

njihanje te odreĊuju kako će se on ponašati u sluĉaju naglih promjena momenata prouzrokovanih 

iznenadnim promjenama intenziteta vjetra, mora ali i opterećenja broda ukrcanim teretom ili prodorom 

vode. Vaţnost reduciranja njihanja broda i minimalizacije opterećenja prilikom vremenskih nepogoda 

posebno dolazi do izraţaja prilikom projektiranja brzih kontejnerskih brodova i tankera velikih 

dimenzija, gdje se tijekom zadnjih par desetljeća postiţe znaĉajan napredak. Takva svojstva broda 

vaţno je procijeniti već u ranoj fazi izrade projekta brodske konstrukcije iz razloga što predstavljaju 

bitne proraĉune kojima bi bilo moguće eliminirati ili smanjiti njihanje broda koje utjeĉe na putnike, 

teret i konstrukcijske elemente broda. Stoga je za ukupno razumijevanje ravnoteţe broda nuţno 

poznavanje kako fizikalne pojave dinamike njihanja broda tako i same prirode morskih valova koji je 

uzrokuju, pa se takvi odnosi, u ovom radu, opisuju upotrebom matematiĉkih modela. 

Kljuĉne rijeĉi: njihanje broda, ravnoteţa broda, modeliranje. 

 

MODELLING OF THE SHIP STABILITY AND SWINGING CAUSED 

BY THE SEA WAVES 
 

Abstract: Weather conditions during the ship‘s voyage can cause various motions that try to disrupt 

its state of balance and stability. The characteristics of the ship have an important effect on its final 

swinging that determines how it comports in case of the sudden change in torque caused by shifting of 

the wind, sea, payload or the water intrusion. Over the past few decades the importance of reducing 

the boat swinging and minimalizing the loading during bad weather has become evident in the design 

of fast container ships and tankers of large dimensions. Such ship properties are important to assess at 

an early stage of the structure design because essential calculations could possibly eliminate or reduce 

boat swinging that ultimately affects passengers, cargo and construction elements of the ship itself. 

Therefore, knowledge about physical phenomena of dynamical boat swinging and the very nature of 

the sea wave‘s creation is necessary for the ultimate understanding of the ship balance. In this paper 

such relations are described with use of mathematical models. 

Keywords:boat swinging, balance of the ship, modelling.  

 

1. Uvod 

Matematika kao znanost i pomorstvo kao djelatnost prate se kroz povijest, a razvoj 

matematike bitno je utjecao na razvoj pomorstva. Već sama gradnja broda u osnovi ne bi bila 

moguća bez razliĉitih matematiĉkih proraĉuna. Znanje matematike ima svoju primjenu i 

prilikom raĉunanja kursa i pozicije u plovidbi te u proraĉunima vezanim za ekonomiĉnost 

prijevoza tereta i stabilnost broda.  
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Specifiĉnost pomorske plovidbe u odnosu na druge grane transporta je što veliki utjecaj na 

brod imaju ĉak dva medija:more i zrak. Takva ĉvrsta veza najĉešće je obiljeţena dinamikom 

plovidbe u raznim vremenskim uvjetima, gdje vjetar, valovi i nemirno more uzrokuju gibanja 

broda odnosno njihanja. Gibanja mora (valovi, struje) i zraka (vjetar) uglavnom nastoje brod 

pomaknuti iz stanja ravnoteţe, pa brod mora imati sposobnost stabilnosti kako bi se odupro 

takvim negativnim utjecajima. Stabilnost broda ovisi o formi trupa i razmještaju teţine. 

Formu trupa projektira brodogradilište, dok je za razmještaj teţina odgovoran zapovjednik 

broda.  

Dinamiĉko njihanje problematiĉno je zbog teškepredvidivosti, a djeluje na naĉin da potiĉe 

potencijalnu kinetiĉku energiju i mase dobivaju odreĊenu inerciju. Kako bi brod uopće bio u 

stanju sigurnog njihanja, dinamiĉki utjecaj vanjskih sila zahtjeva dobru poĉetnu stabilnost. 

Ĉvrstoća brodske konstrukcije u ovom radu se neće razmatrati već će se brod promatrati kroz 

prosjeĉnu brodsku konstrukciju u ovisnosti o vrsti broda. Krajnji cilj ovog rada je objasniti 

dinamiĉku ravnoteţu njihanja matematiĉkim formulama, pa se u tu svrhu navode jednadţbe 

njihanja koje uravnoteţuju vanjske sile i momente koji djeluju na brod s unutrašnjim silama i 

momentima uslijed inercije
213

. 

 

2. Stabilnost broda 

Slika 1. Toĉke stabilnosti broda (Izvor: Šalov 2016.) 

Stabilnost broda moţe se definirat kao sila koja se 

odupire vanjskim silama da brod dovede u poĉetno 

stanje. Kada se brod nalazi u uspravnom poloţaju, 

sile uzgona ravnomjerno djeluju na uronjeni dio 

broda pa se teţište istisnine nalazi u uzduţnici ili 

simetrali broda. Ako se brod iz bilo kojeg razloga 

nagne, na strani nagiba poveća se volumen uronjenog 

dijela broda, dok se na suprotnoj strani nagiba taj 

volumen smanjuje. Tada se teţište istisnine iz 

simetrale pomiĉe u novo teţište istisnine uronjenog 

dijela broda
214

. 

Poloţaj poĉetnog metacentra M odreĊen je njegovom udaljenosti od kobilice. Ovaj podatak 

vezan je za brodsku formu (gaz ili deplasman) pa je njegov poloţaj odreĊen već u 

brodogradilištu a na brodu se oĉitava iz dijagramnog lista ili tablica u koje se ulazi sa 

srednjim gazom. Kada se uslijed djelovanja vanjskih sila brod nagne za odreĊeni kut, njegov 

podvodni volumen mijenja oblik pa se toĉka B pomiĉe u toĉku B1. Sila uzgona sada djeluje iz 

toĉke B1 okomito na vodenu liniju. Presjek smjera sile uzgona i simetrale broda naziva se 

prividni metacentar (M)
215

 (Slika 1.). 

 

3. Oblici njihanja 
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Oscilacijsko gibanje broda odnosno njihanje Ƞ𝑗 (𝑡) opisano je zakonom koji se iskazuje u 

kompleksnom obliku: 

 Ƞj t = Re δje
−iωe t =  Ƞaj cos⁡(ωet + εj), j = 1,...,6 (1) 

gdje su: 

- 𝛿𝑗  kompleksne amplitude njihanja, 

- 𝑒−𝑖𝜔𝑒𝑡  vremenska harmonijska funkcija, 

- 𝜔𝑒  kruţna frekvencija harmonijskog njihanja jednaka susretnoj kruţnoj 

frekvenciji,progresivnog harmonijskog vala, 

- Ƞ𝑎𝑗  i 𝜀𝑗  su realna vrijednost amplitude njihanja i fazni pomak u odnosu na nailazeći val. 

 

Rezultirajuća oscilacijska gibanja broda ili njihanja sastoje se od triju translacijskih gibanja u 

smjeru osi x, y i z te triju rotacijskih gibanja oko osi x, y i z. Svaki oblik gibanja j (j = 1,...,6) u 

odnosu na val pomaknut je za razliĉiti fazni kut 𝜀𝑗 . Fazni pomak odnosi se na valnu elevaciju 

𝜁 = ζa cos ωet u ishodištu translatirajućeg koordinatnog sustava O (x, y, z). 

Translacijska gibanja:  

- zalijetanje (u smjeru osi x)       

 Ƞ1 = Ƞa1cos⁡(ωe t + ε1) (2) 

- zanošenje (u smjeru osi y)           

 Ƞ2 = Ƞa2cos⁡(ωe t + ε2) (3) 

- poniranje (u smjeru osi z)            

 Ƞ3 = Ƞa3cos⁡(ωe t + ε3) (4) 

Rotacijska gibanja: 

- valjanje (oko osi x) 

 Ƞ4 = Ƞa4cos⁡(ωe t + ε4) (5) 

- posrtanje (oko osi y) 

 Ƞ5 = Ƞa5cos⁡(ωe t + ε5) (6) 

- zaošijanje (oko osi z) 

 Ƞ6 = Ƞa6cos⁡(ωe t + ε6) (7) 

 

Polazeći od poloţaja broda u stanju mirovanja, pozitivan pomak 

- Ƞ1 odgovara pomaku u smjeru napredovanja, 

- Ƞ2 odgovara boĉnom pomaku ulijevo, 

- Ƞ3 odgovara izronu. 

 

Rotacijski pomaci slijede pravilo desne ruke, odnosno pozitivan pomak 

- Ƞ4 odgovara uranjanju desnog boka broda, 

- Ƞ5 odgovara uranjanju pramca, 

- Ƞ6 odgovara zakretanju pramca ulijevo. 

 

Samo poniranje, ljuljanje i posrtanje, ĉista su oscilatorna gibanja kod kojih djeluje povratna 

sila ili moment nastojećipovratiti brod u ravnoteţni poloţaj. U sluĉaju zalijetanja, zanošenja i 

zaošijanja brod se nuţno ne vraća u izvorni ravnoteţni poloţaj
216

. 

                                                 
216
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Slika 2. Šest stupnjeva slobode gibanja broda 

Izvor: Šalov (2016.)  

Trodimenzionalna metoda rubnih elemenata temelji se na principu Greenova integralnog 

teorema kako bi predvidjela hidrodinamiĉke koeficijente, sile i gibanja broda na valovima za 

svih 6 stupnjeva slobode gibanja. TakoĊer, koristi se za predviĊanje poniranja, posrtanja i 

ljuljanja broda pri konstantnim brzinama napredovanja proizvodnih smjerova nailaska broda 

na valove. Posebna paţnja stavlja se na predviĊanje ljuljanja uzimajući u obzir vaţnost 

prigušenja u jednadţbi gibanja
217

.  

Prema Greenovu teoremu moguće je transformirati trodimenzionalnu linearnu homogenu 

diferencijalnu jednadţbu u dvodimenzionalnu integralnu jednadţbu.Na taj naĉin 

trodimenzionalna Laplaceova (potencijalna) jednadţba transformira se u površinsku 

integralnu jednadţbu. Površina tijela podijeljena je na ndovoljno malenih panela, pa se moţe 

pretpostaviti kako su izvori (ponori) snaga potencijalnog strujanja uzrokovana izvorom 

konstantni po cijeloj površini pojedinog elementa. Prednost ove metode je u redukciji 

problema na dvodimenzionalni površinski problem. Panel metoda tehnika je koja se koristi 

najĉešće za analizu linearnog odziva stabilnog stanja velikih volumenskih struktura na 

valovitom moru
218

. 

 

4. Simetrija brodskog njihanja 

S obzirom na brodsku konstrukciju, koja uglavnom ima uzduţnu ravninu simetrije, njihanja se 

dijele na simetriĉna i asimetriĉna.  

Za simetriĉna njihanja vrijedi kako je vektor brzine gibanja proizvoljne toĉke s jednog boka 

broda, u odnosu na vertikalno uzduţnu ravninu simetrije, zrcalno simetriĉan vektoru gibanja 

zrcalno simetriĉne toĉke s drugog boka broda.  
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Slika 3. Podjela simetriĉnih i asimetriĉnihbrodskih njihanja 

Simetriĉnim njihanjima smatra se 

zalijetanje, poniranje i posrtanje, dok 

se u asimetriĉna njihanja ubraja 

zanošenje, ljuljanje, i zaošijanje. 

U linearnoj teoriji njihanja broda ne 

postoji sprega izmeĊu simetriĉnih i 

asimetriĉnih njihanja. Primjerice, 

vertikalna sila koja djeluje u teţištu 

broda moţe uzrokovati zalijetanje, 

poniranje i posrtanje, ali neće imati 

za posljedicu zanošenje, ljuljanje i 

zaošijanje
219

.  

Izvor: Šalov (2016.) 

 

 

5. Modeliranje dinamiĉke ravnoteţe 

Jednadţbe njihanja broda u šest stupnjeva slobode proizlaze iz drugog Newtonovog zakona 

po kojem je sila koja djeluje na tijelo jednaka umnošku mase i ubrzanja. Za korektno 

matematiĉko zapisivanje nuţan je zapis u inercijskom koordinatnom sustavu koji se giba 

srednjom brzinom. Budući da se sile i momenti koji djeluju na tijelo definiraju u 

koordinatnom sustavu vezanom za brod koji oscilira zajedno s njim, jednadţbe gibanja se 

zapisuju Eulerovim jednadţbama gibanja krutog tijela. Linearizacijom istih dobiva se opći 

oblik jednadţbi njihanja broda
220

: 

 

 𝑚𝑗𝑘  

6

𝑘=1

Ƞ𝑘
  𝑡 =  𝐹𝑗  𝑡 , j = 1,2. . .6 (8) 

gdje su: 

- 𝑚𝑗𝑘  komponente poopćene matrice masa (koja ukljuĉuje mase i momente tromosti), 

- Ƞ 𝑘  ubrzanja gibanja u k - tom stupnju slobode, 

- 𝐹𝑗  ukupne sile i momenti koji djeluju na tijelo u smjeru j. 

U sluĉaju simetriĉnosti broda s obzirom na središnju vertikalnu ravninu dobiva se šest 

jednadţbi dinamiĉke ravnoteţe: 

- Zalijetanje (engl. Surge ) 

 𝑚 Ƞ 1 + 𝑧 𝑐Ƞ 5 =  𝐹Ƞ1, (9) 

- Zanošenje (engl. Sway)  

 𝑚 Ƞ 2 − 𝑧 𝑐Ƞ 4 + 𝑥 𝑐Ƞ 6 =  𝐹Ƞ2, (10) 

- Poniranje (engl. Heave)  

 𝑚 Ƞ 3 + 𝑥 𝑐Ƞ 5 =  𝐹Ƞ3, (11) 

- Ljuljanje (engl. Roll) 

                                                 
219

 Ĉorić, V.; Prpić-Oršić, J., (2006), Pomorstvenost plovnih objekata, Sveuĉilište u Rijeci, Rijeka. 
220

Journée, J.M.J.; Pinkster J., (2002),Introduction in ship hydromechanics,Delft University of Technology, 

Delft. 
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 𝐼44Ƞ 4 − 𝐼46Ƞ 6 − 𝑚𝑧 𝑐Ƞ 2 = 𝐹Ƞ4, (12) 

- Posrtanje (engl. Pitch) 

 𝐼55Ƞ 5 + 𝑚𝑧 𝑐Ƞ 1 − 𝑚𝑧 𝑐Ƞ 3 = 𝐹Ƞ5, (13) 

- Zaošijanje (engl. Jaw) 

 𝐼66Ƞ 6 − 𝐼64Ƞ 4 + 𝑚𝑥 𝑐Ƞ 2 = 𝐹Ƞ6. (14) 

gdje je: 

- m ukupna masa broda,  

- 𝐼𝑗𝑗 , 𝐼𝑗𝑘 , momenti tromosti,  

- 𝑥 𝑐  i 𝑧 𝑐  koordinate teţišta broda u koordinatnom sustavu vezanom za brod.  

 

Gornje jednadţbe vrijede i u inercijskom koordinatnom sustavu jer su linearizacijom nestale 

razlike izmeĊu koordinatnih sustava
221

. 

Momenti koji djeluju na tijelo tijekom rotacije jednaki su umnošku momenata tromosti i 

kutnog ubrzanja. Tijelo koje se njiše na valu u svakom trenutku je u stanju dinamiĉke 

ravnoteţe. Hidrodinamiĉke, promjenjive hidrostatiĉke sile i momenti uravnoteţeni su 

inercijskim silama te momentima mase tijela. Primjerice,tijekom poniranja i posrtanja 𝐹Ƞ3 i 

𝐹Ƞ5 su vektori ukupne sile, odnosno momenata koji djeluju na tijelo kao funkcija vremena. U 

linearnoj teoriji te sile se mogu prikazati kao suma uzbudnih sila koje uzrokuju oscilacijsko 

gibanje (𝐹3(𝑡) i 𝐹5(𝑡)) i hidrodinamiĉkih sila (𝐹𝐻3 𝑡  i 𝐹𝐻5(𝑡)), što je prikazano 

jednadţbama: 

 

 𝐹3(𝑡) + 𝐹𝐻3(𝑡) = 𝐹Ƞ3(𝑡), (15) 

 𝐹5(𝑡) + 𝐹𝐻5(𝑡) = 𝐹Ƞ5(𝑡), (16) 

gdje se uzbudne sile mogu izraziti kao: 

𝐹3 cos 𝜔𝑒𝑡 + 𝜀𝑤3 = 𝐹3(𝑡),  (17) 

𝐹5cos⁡(𝜔𝑒𝑡 + 𝜀𝑤5) = 𝐹5(𝑡). (18) 

 

𝐹3 i 𝐹5 amplitude su uzbudne sile poniranja i uzbudnog momenta posrtanja, dok su  𝜀𝑤3 i 𝜀𝑤5 

fazni pomaci uzbude s obzirom na val. Uzbudne sile dobiju se rješavanjem problema 

djelovanja valova na nepomiĉno tijelo
222

. 

Hidromehaniĉka sila sastoji se od hidrostatiĉke i hidromehaniĉke sile: 

 𝐹𝐻3(𝑡) = 𝐴33Ƞ 3 + 𝐵33Ƞ 3 + 𝐶33Ƞ3 + 𝐴35Ƞ 5 + 𝐵35Ƞ 5 + 𝐶35Ƞ5,  (19) 

 FH5(t) = A53Ƞ 3 + B53Ƞ 3 + C53Ƞ3 + A55Ƞ 5 + B55Ƞ 5 + C55Ƞ5,  (20) 

gdje su: 

- 𝐴𝑗𝑘  i 𝐵𝑗𝑘  koeficijenti dodatne mase i prigušenja ovisni o susretnoj frekvenciji,  

- 𝐶𝑗𝑘  je koeficijent povratne sile, neovisan o frekvenciji.  

 

Hidromehaniĉke sile dobiju se rješavanjem problema njihanja tijela na mirnoj slobodnoj 

površini. Koristeći matriĉnu notaciju, inercijske sile i momenti oko koordinatnih osi mogu se 

izraziti kao: 

                                                 
221

Martić, I., (2014), Procjena pomorstvenih karakteristika neoštećenog i oštećenog broda, Diplomski rad, 

Zagreb. 
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 {𝐹I} =  𝑀𝑗𝑘   Ƞ j = Re{−ω2 𝑀𝑗𝑘   δj e−iωt}, (21) 

gdje je  

- [𝑀𝑗𝑘 ] matrica mase tijela i momenata tromosti tijela oko koordinatnih osi. 
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Simbol Mpredstavlja masu tijela, 𝐼𝑗𝑗 su momenti tromosti mase oko j-tih osi, a 𝐼𝑗𝑘  centrifugalni 

momenti mase u odnosu na koordinatni sustav broda. Uz pretpostavku uzduţne simetrije, 

jedini centrifugalni moment mase koji se javlja u matrici je 𝐼46 . 

 I44 =   (yb
2

L

+ zb
2)d𝑚 (23) 

 I55 =   (xb
2

L

+  zb
2)d𝑚 (24) 

 I66 =   (xb
2

L

+  yb
2)d𝑚 (25) 

 I46 =   xbzbL
 dm (26) 

 

Ako brod ima simetriju u odnosu na os 𝑦𝑏 , za spregu ljuljanja i zaošijanja on je jednak nuli 

dok je u suprotnom mala veliĉina. 

Masa teretnih brodova kada ne prevoze teret koncentriranaje na krajevima broda (strojarnica 

na krmi i balastna voda na pramcu), dok je u sluĉaju potpuno opterećenog broda 

onakoncentrirana u blizini sredine broda. Stoga je kod potpuno opterećenog broda uobiĉajeno 

da momenti tromosti 𝐼55  i 𝐼66  budu manji. Momenti tromosti mase ĉesto se izraţavaju pomoću 

radijusa tromosti i mase tijela kao: 

 𝐼44 =  k44
2  𝑀 (27) 

 𝐼55 =  k55
2 𝑀 (28) 

 𝐼66 =  k66
2 𝑀 (29) 

 

Ako raspored masa nije poznat, radijusi tromosti aproksimiraju se kao: 

 k44 ≈ 0,3 𝐵 do 0,4 𝐵, (30) 

 k55 ≈ 0,22 𝐿 do 0,28 𝐿, (31) 

 k66 ≈ 0,22 𝐿 do 0,28 𝐿. (32) 

Gdje su: 

- L duljina broda, 

- B širina broda. 
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Ostali elementi van dijagonalne matrice jednaki su nuli ako se ishodište koordinatnog sustava 

poklapa s teţištem tijela. MeĊutim, najĉešće je najpogodnije postaviti ishodište na vodnoj 

liniji, a u tom sluĉaju vertikalna udaljenost teţišta 𝑧𝐺  od ishodišta koordinatnog sustava O (x, 

y, z) nije jednaka nuli. Dinamiĉka ravnoteţa njihanja izraţena je sljedećim sustavom 

diferencijalnih jednadţbi koji izraţava ravnoteţu inercijskih, hidromehaniĉkih i uzbudnih sila: 

   Mjk  +  Ajk    Ƞ j +  Bjk   Ƞ j +  Cjk   Ƞ = ζa Fj t  =  Re {ζa Fj eiωt}, (33) 

 

odnosno uz pretpostavku harmonijskog gibanja, sljedećim sustavom algebarskih jednadţbi: 

 ( Cjk  − ω2  Mjk  +  Ajk   + 𝑖ω Bjk   δj eiωt =  ζa{Fj}eiωt, (34) 

 

Kako gornja jednakost mora biti zadovoljena u svakom trenutku, uvjet dinamiĉke ravnoteţe 

svodi se na sljedeći sustav kompleksnih algebarskih jednadţbi s nepoznanicama 𝛿𝑗 , j = 

1,...,6
223

. 

 ([Cjk ] − ω2  Mjk  +  Ajk  + 𝑖ω Bjk    δj = ζa{Fj} , (35) 

gdje je: 

- [Mjk ] - matrica mase tijela, 

- [Ajk ] - matrica pridruţenih masa, 

- [Bjk ] - matrica hidrodinamiĉkog prigušenja i 

- [Cjk ] - matrica krutosti povratnih hidrostatskih sila. 

 

 

6. Zakljuĉak 

Tijekom brodske plovidbe vremenski uvjeti uzrokuju raznolika njihanja broda, pokušavajući 

tako poremetiti njegovo stanje ravnoteţe. Karakteristike ravnoteţe broda utjeĉu na njegovo 

konaĉno njihanje te odreĊuju kako će se on ponašati u sluĉaju naglih promjena momenata 

prouzrokovanih iznenadnim promjenama intenziteta vjetra, mora ali i opterećenja broda 

ukrcanim teretom ili prodorom vode.  

Takva svojstva broda vaţno je procijeniti već u ranoj fazi izrade projekta brodske konstrukcije 

iz razloga što predstavljaju bitne proraĉune kojima bi bilo moguće eliminirati ili smanjiti 

njihanje broda koje utjeĉe na putnike, teret i konstrukcijske elemente broda. Osim što brodska 

stabilnost ovisit o dizajnu broda, ovisi i o naĉinu ukrcaja tereta kojeg obavlja posada broda. 

Metacentarska visina odreĊuje silu koja će se odupirati valovima, i takva sila ne smije biti 

manja od propisane. MeĊutim, visina ne smije biti ni prevelika zbog mogućnosti velike 

inercije te oteţanih uvjeta ţivota na brodu uslijed brzih perioda valjanja. Na temelju perioda 

valjanja zapovjednik ili ĉasnik palube moţe odrediti promjenu elemenata stabilnosti broda 

tijekom plovidbe.Stoga je za ukupno razumijevanje ravnoteţe broda nuţno poznavanje kako 

fizikalne pojave dinamike njihanja broda tako i same prirode morskih valova koji je uzrokuju. 
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